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บทที่�

01
เซต

เซต

การดำำ�เนิินการระหว่่างเซต

การแก้้ปััญหาโดยใช้้เซต
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บทที่่� 1 เซต14

ความรู้้�ทั่่�วไปเกี่่�ยวกัับเซต

ในทางคณิิตศาสตร์์ “เซต” หมายถึึง กลุ่่�มของสิ่่�งต่่างๆ เช่่น เซตของจำำ�นวนเต็็มบวกที่่�ไม่่เกิิน 3 

เซต
บทที่�

01

เรีียกสิ่่�งที่่�อยู่่�ในเซตว่่า “สมาชิิกของเซต” 
เช่่น เซตของจำำ�นวนเต็็มบวกที่่�ไม่่เกิิน 3 มีีสมาชิิก คืือ 1, 2, 3 

NOTE	 เซตที่่�ไม่่มีีสมาชิิก เรีียกว่่า “เซตว่่าง” เขีียนแทนด้้วย ∅ หรืือ { }

การเขีียนเซต

การเขีียนเซตทำำ�ได้้ 2 แบบ ดัังนี้้�
1)	 การเขีียนเซตแบบแจกแจงสมาชิิก คืือ การเขีียนสมาชิิกทุุกตััวของเซตลงในวงเล็็บปีีกกา 
	 และใช้เ้ครื่่�องหมาย , ในการคั่่�นระหว่า่งสมาชิกิแต่ล่ะตัวั เช่น่ เซตของวันัในหนึ่่�งสััปดาห์ ์เขียีน
	 ได้้เป็็น {จัันทร์์, อัังคาร, พุุธ, พฤหััสบดีี, ศุุกร์์, เสาร์์, อาทิิตย์์}
2)	 การเขียีนเซตแบบบอกเงื่่�อนไขของสมาชิกิ คืือ การใช้้ตััวแปรแทนสมาชิิกแล้้วบรรยายสมบััติิ
	 หรืือเงื่่�อนไข เช่่น เซตของจำำ�นวนเต็็มลบที่่�มากกว่่า -5 เขีียนได้้เป็็น {x ∈ Z- | x > -5}

NOTE 1)	โดยทั่่�วไปนิยิมเรียีกแทนเซตด้้วยตััวอักัษรภาษาอังักฤษตััวพิมิพ์ใ์หญ่่
	 เช่่น A, B, C
2)	ในการเขีียนเซตแบบแจกแจงสมาชิิก สามารถใช้้ … แทนสมาชิิก
		ตั  ัวอื่่�นๆ ที่่�เข้้าใจกัันทั่่�วไปว่่ามีีอะไรบ้้างได้้
3)	“|” อ่่านว่่า “โดยที่่�” และ “∈” อ่่านว่่า “เป็็นสมาชิิกของ”

1. เซต
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บทที่่� 1 เซต 15

เซตจำำ�กััดและเซตอนัันต์์

สามารถจำำ�แนกเซตเป็็น 2 ชนิิด ตามจำำ�นวนสมาชิิกได้้ดัังนี้้� 
1) 	เซตจำำ�กัด คืือ เซตที่่�จำำ�นวนสมาชิิกเป็็นจำำ�นวนเต็็มบวกใดๆ หรืือศููนย์์ (สามารถนัับจำำ�นวน
	 สมาชิิกได้้) เช่่น A = {1, 2, 3, 4}, B = {2, 4, 6, …, 12}, C = {x | x เป็็นชื่่�อของวัันในหนึ่่�ง
	สั ัปดาห์์}, D = { }
2)	เซตอนัันต์ ์คืือ เซตที่่�ไม่่ใช่่เซตจำำ�กััด (ไม่่สามารถนัับจำำ�นวนสมาชิิกได้้) เช่่น E = {1, 2, 3, …}, 
	 F = {…, -2, -1, 0}, G = {x | x เป็็นจำำ�นวนเต็็ม}

เอกภพสััมพััทธ์์

เอกภพสััมพััทธ์์ หมายถึึง เซตที่่�บ่่งบอกถึึงขอบเขตของสิ่่�งที่่�พิิจารณา เขีียนแทนด้้วย “U” 
เช่่น 	กำ ำ�หนดให้้	 U = {1, 2, 3, 4, 5}
			   A = {x | x < 3}
			   B = {x | x2 = 4}
		จ  ะได้้ A = {1, 2} และ B = {2} 				  
***ถ้้า U เป็็นเซตของจำำ�นวนเต็็ม จะได้้ว่่า A = {…, 0, 1, 2} และ B = {-2, 2}***

R	 แทนเซตของจำำ�นวนจริิง	
Q	 แทนเซตของจำำ�นวนตรรกยะ
Q'	แทนเซตของจำำ�นวนอตรรกยะ	
Z	 แทนเซตของจำำ�นวนเต็็ม
N	 แทนเซตของจำำ�นวนนัับ

เอกภพสััมพััทธ์ที่่�พบบ่่อย       มีีดัังนี้้�

เซตที่่�เท่่ากััน

เซตที่่�เท่่ากััน หมายถึึง เซตที่่�มีีสมาชิิกเหมืือนกัันทุุกตััว แม้้ลำำ�ดัับของสมาชิิกจะต่่างกััน
เช่่น	A = {1, 4, 9, 16}, B = {4, 9, 16, 1} จะได้้ว่่า A กัับ B เป็็นเซตที่่�เท่่ากััน
		  เขีียนแทนด้้วย A = B
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ฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ

ฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์

ฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิอื่่�นๆ

มุุมและการวััดมุุม

กราฟของฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ

สููตรของฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ

ตััวผกผัันของฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ

กฎของโคไซน์์และกฎของไซน์์
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ฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ
บทที่�

07
1. ฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์

การกำำ�หนดค่่าของฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ ทำำ�ได้้โดยใช้้วงกลมรััศมีี 1 หน่่วย และมีีจุุดศููนย์์กลางอยู่่�ที่่�
จุุด (0, 0) และเรีียกวงกลมดัังกล่่าวว่่า “วงกลมหนึ่่�งหน่่วย” ซึ่่�งเป็็นกราฟของความสััมพัันธ์์ 

{(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 1}

กำำ�หนด θ ∈ R จากจุุด (1, 0) วััดระยะไปตามส่่วนโค้้งของวงกลมหนึ่่�งหน่่วยให้้ยาว |θ| หน่่วย 
จนถึึงจุุด (x, y) โดยมีีข้้อตกลงสำำ�หรัับทิิศทางการวััดมุุม ดัังนี้้�

1)	 θ > 0 จะวััดส่่วนโค้้งจากจุุด (1, 0) ไปในทิิศทวนเข็็มนาฬิิกา จนถึึงจุุด (x, y)
2)	 θ < 0 จะวััดส่่วนโค้้งจากจุุด (1, 0) ไปในทิิศตามเข็็มนาฬิิกา จนถึึงจุุด (x, y)
3)	 θ = 0 จุุดปลายส่่วนโค้้งคืือจุุด (1, 0)

X

Y
θ > 0

(x, y)

(1, 0)O
X

Y

θ > 0(x, y)

(1, 0)O

1)	จุ ุดปลายส่่วนโค้้งที่่�ยาว |θ| หน่่วย มีีเพีียงจุุดเดีียวเท่่านั้้�น
2)	ถ า |θ| > 2π แสดงว่่าวััดส่่วนโค้้งเกิิน 1 รอบ (เส้้นรอบวงของวงกลมหนึ่่�งหน่่วยยาว 2π หน่่วย)
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จากนั้้�น จะกำำ�หนดฟัังก์์ชััน f : R → R และ g : R → R ดัังนี้้�
	 f(θ) = x
	 g(θ) = y
โดยที่่� (x, y) เป็็นจุุดปลายส่่วนโค้้งของวงกลมหนึ่่�งหน่่วยที่่�วััดจากจุุด (1, 0)
เรีียกฟัังก์์ชััน g และ f นี้้�ว่่า “ฟัังก์์ชัันไซน์์ (Sine function)” และ “ฟัังก์์ชัันโคไซน์์ (Cosine 

function)” จะได้้ว่่า							     

y = sin θ 
x = cos θ

โดยที่่�โดเมนของฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์ คืือ เซตของจำำ�นวนจริิง
และเรนจ์์ของฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์ คืือ เซตของจำำ�นวนจริิงตั้้�งแต่่ -1 ถึึง 1
เขีียนความสััมพัันธ์์ของวงกลมหนึ่่�งหน่่วยได้้ดัังนี้้�

{(cos θ, sin θ) ∈ [-1, 1] × [-1, 1] | cos2 θ + sin2 θ = 1}

ค่่าของฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์ของจำำ�นวนจริิงบางจำำ�นวน

X

Y

(1, 0)O

(0, 1)

(-1, 0)

(0, -1)
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ค่่าของฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์ของ    ,    ,     

0 π 
2

π 3π 
2

2π -π 
2

-π - 3π 
2

-2π

sin 0 1 0 -1 0 -1 0 1 0

cos 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

π 
6

π 
4

π 
3

sin 1  
2

  2  
2

  3  
2

cos   3  
2

  2  
2

1  
2

ค่่าของฟัังก์์ชัันไซน์์และโคไซน์์ของจำำ�นวนจริิงใดๆ

1)	sin(-θ) = -sin θ 	 2)	sin(2π + θ) = sin θ
	 cos(-θ) = cos θ	 	 cos(2π + θ) = cos θ
3)	sin(π - θ) = sin θ	 4)	sin(π + θ) = -sin θ 
	 cos(π - θ) = -cos θ		  cos(π + θ) = -cos θ
5)	sin(2π - θ) = -sin θ
	 cos(2π - θ) = cos θ						    

π 
6

π 
4

π 
3
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เวกเตอร์์

ปริิมาณเวกเตอร์์

เวกเตอร์์ในระบบพิิกััดฉากและเวกเตอร์์หนึ่่�งหน่่วย

ผลคููณเชิิงสเกลาร์์และผลคููณเชิิงเวกเตอร์์

พ้ื้�นที่่�และปริิมาตร
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เวกเตอร์์
บทที่�

09
1. ปริิมาณเวกเตอร์์

ปริิมาณเวกเตอร์์ หมายถึึง ปริมาณที่่�มีีทั้้�งขนาดและทิิศทาง สามารถแทนปริิมาณเวกเตอร์์ 
ด้้วยลููกศรได้้

เช่่น เวกเตอร์์ 2 หน่่วยไปทางทิิศใต้้ จะแทนด้้วย				   2

ในบทนี้้�จะนิิยมใช้้ u, v, w ในการเรีียกชื่่�อเวกเตอร์์ หรืืออาจเรีียกชื่่�อด้้วยจุุดเริ่่�มและจุุดสิ้้�นสุุด 
ของเวกเตอร์์ก็็ได้้ เช่่น

AB

u

A

B

		จ  ะเรีียกว่่า AB หรืือ u ก็็ได้้

NOTE

NOTE

เวกเตอร์์หนึ่่�งๆ สามารถเลื่่�อนไปยัังตำำ�แหน่่งใดก็็ได้้ ถ้้า “ขนาด” และ 
“ทิิศทาง” ของเวกเตอร์์นั้้�นยัังคงเดิิม จะถืือว่่าเป็็นเวกเตอร์์เดิิม

ขนาดของเวกเตอร์์ u จะแทนด้้วย |u| หมายถึึง ความยาวของ u
เช่่น

2

u

2

v
	                            จะได้้ว่่า |u| = 2	        จะได้้ว่่า |v| = 2

เวกเตอร์์ที่่�มีีขนาดเป็็นศููนย์์ จะเรีียกว่่า “เวกเตอร์์ศููนย์์” 
เขีียนแทนได้้ด้้วย 0 โดยที่่� |0| = 0
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เวกเตอร์์ที่่�ขนานกันั หมายถึงึ เวกเตอร์์ที่่�มีทีิศิทางเดีียวกันั และเวกเตอร์์ที่่�มีทิีิศทางตรงข้้ามกันั
เช่่น

                   u ทิิศทางเดีียวกัับ v	       u ทิิศทางตรงข้้ามกัับ v 

u

v v

u

NOTE ถ้้า v ขนานกัับ u จะเขีียนแทนด้้วย v = ku โดย k > 0 
หมายความว่่า v มีีทิิศทางเดีียวกับ u และ k < 0 หมายความว่่า 
v มีีทิิศทางตรงข้้ามกัับ u

การบวกและการลบเวกเตอร์์

การบวกเวกเตอร์์ ทำำ�ได้้โดยการนำำ�เวกเตอร์์ทั้้�งหมดมาต่่อเข้้าด้้วยกัันแบบ “หางต่่อหััว”
เช่่น 

u
v+ = =

u + v

u
v

u + v

u
v

การลบเวกเตอร์์ ทำำ�ได้้โดยการกลัับทิิศของตััวลบ แล้้วนำำ�เวกเตอร์์ทั้้�งหมดมาต่่อเข้้าด้้วยกัันแบบ 
“หางต่่อหััว”

เช่่น 

u
v- = u - v

u

-v
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2. เวกเตอร์์ในระบบพิิกััดฉากและเวกเตอร์์หนึ่่�งหน่่วย

เวกเตอร์์ในระบบพิิกััดฉาก

อีีกวิิธีีในการเขีียนเวกเตอร์์ จะนิิยมใช้้เมทริิกซ์์ดัังนี้้�

1) เวกเตอร์์ที่่�ชี้้�จาก (x1, y1) ไปยััง (x2, y2) คืือ 
x2 - x1

y2 - y1
  

2) เวกเตอร์์ที่่�ชี้้�จาก (x1, y1, z1) ไปยััง (x2, y2, z2) คืือ 
x2 - x1

y2 - y1

z2 - z1

เวกเตอร์์ศููนย์์

เวกเตอร์์ศููนย์์ แทนได้้ด้้วยสััญลัักษณ์์ 0 คืือ เวกเตอร์์ที่่�มีีขนาดเป็็นศููนย์์ 

จะแทนได้้เป็็น 
0
0

 หรืือ 
0
0
0

การเท่่ากัันของเวกเตอร์์

เวกเตอร์์จะเท่่ากัันได้้ ก็็ต่่อเมื่่�อ “ขนาดเท่่ากััน” และ “ทิิศทางเดีียวกััน” จะได้้ว่่า

x1

y1
 = 

x2

y2
 ก็็ต่่อเมื่่�อ x1 = x2 และ y1 = y2 และ 

x1

y1

z1

 = 
x2

y2

z2

 ก็็ต่่อเมื่่�อ x1 = x2, y1 = y2 

และ z1 = z2

ขนาดของเวกเตอร์์

ในระบบพิิกััดฉาก จะได้้ว่่า

ขนาดของ u = 
x
y

 เขีียนแทนด้้วย |u| มีีค่่าเท่่ากัับ    x2 + y2  

ขนาดของ u = 
x
y
z

 เขีียนแทนด้้วย |u| มีีค่่าเท่่ากัับ     x2 + y2 + z2
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เฉลยแนวข้้อสอบชุุดที่่� 2

  1.	 ตอบ 3) ข้้อ ข และ ค ถููก แต่่ ก ผิิด

	 วิิธีีทำำ�	 [พิิจารณาข้้อ ก]
		  หาก B มีีสมาชิกครบทุุกตััวใน A จะทำำ�ให้้ข้้อความนี้้�ไม่่ถููกต้อง 
		  เช่่น A = {1, 2} และ B = {1, 2, 3} จะพบว่่า A - B = ∅ แต่่ A ≠ B 
		ซึ่่  �งขััดแย้้งกัับข้้อความข้า้งต้้น [ข้้อ ก ไม่่ถููกต้้อง]

		  [พิิจารณาข้้อ ข] 		
				    C - (A ⋂ B)	 =	 C ⋂ (A ⋂ B)'
					     =	 C ⋂ (A' ⋃ B')
					     =	 (C ⋂ B') ⋃ (C ⋂ A')  [ข้้อ ข ถููกต้้อง]

		  [พิิจารณาข้้อ ค] 
				    A ⋂ B ⋂ C	 =	 (A ⋂ B) ⋂ (C')'
 					     =	 (A ⋂ B) - C'  [ข้้อ ค ถููกต้้อง]

  2. 	ตอบ 3) (p ⋁ r) ⋀ s มีีค่่าความจริิงเป็็นจริิง

	 วิิธีีทำำ�	พิ จารณาตััวเลืือกแต่่ละข้้อต่่อไปนี้้�
		  จากโจทย์์ ~( p  ⋁  q )  →  ~ ( r  ⋀  s )  ≡ F จะได้้ว่่า p ≡ F, q ≡ F, r ≡ T, s ≡ T
		  T			   F

		  F			   T

	 F		  F	 T		  T
		  1)	จาก	 (r ⋀ p) ⋁ s	≡	 (T ⋀ F) ⋁ T
                          		 ≡	 F ⋁ T 
                          		 ≡	 T 
			มีีค่   ่าความจริิงเป็็นจริิง  	[ข้้อ 1) ไม่่ถููกต้้อง]
		  2)	จาก	 (r ⋀ s) ⋁ ~p	≡	 (T ⋀ T) ⋁ ~F
                                		 ≡	 T ⋁ T
					    ≡	 T
			มีีค่   ่าความจริิงเป็็นจริิง  [ข้้อ 2) ไม่่ถููกต้้อง]
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		  3)	จาก  	 (p ⋁ r) ⋀ s	≡	 (F ⋁ T) ⋀ T
					    ≡	 T ⋀ T
					    ≡	 T
			มีีค่   ่าความจริิงเป็็นจริิง  [ข้้อ 3) ถููกต้้อง]
		  4)	จาก   	 (r → ~p) → q	≡	 (T → ~F) → F
					    ≡	 (T → T) → F
					    ≡	 T → F
					    ≡	 F
			มีีค่   ่าความจริิงเป็็นเท็็จ  [ข้้อ 4) ไม่่ถููกต้้อง]
		  5)	ไม่่มีีข้้อใดถููก  [ข้้อ 5) ไม่่ถููกต้้อง]

  3.	 ตอบ 4) (p ⋀ ~p) → r	

	 วิิธีีทำำ�  	พิิจารณาตััวเลืือกแต่่ละข้้อต่่อไปนี้้� 
		  1) พิิจารณา (p ⋁ q) → (p ⋀ q)
			   ลองแทนค่่า p ≡ F และ q ≡ T
			   จะได้้ (p ⋁ q) → (p ⋀ q) ≡ (F ⋁ T) → (F ⋀ T) ≡ T → F ≡ F
			ดั   ังนั้้�น ประพจน์์นี้้�ไม่่เป็็นสััจนิิรัันดร์์  [ข้้อ 1) ไม่่ถููกต้้อง]
		  2)	กำำ�หนดให้้ประพจน์์ ( p  ⋀  q )  →  ( ~ p  ⋁  r )  ≡ F
		  T			   F

	 T		  T	 F		  F

	
p ≡ T	

		  T
				    p ≡ T

			ดั   ังนั้้�น (p ⋀ q) → (~p ⋁ r) ไม่่เป็็นสััจนิิรัันดร์์ [ข้้อ 2) ไม่่ถููกต้้อง]
		  3) พิิจารณา (p → q) → (q → p)
			   ลองแทนค่่า p ≡ F และ q ≡ T
			   จะได้้ (p → q) → (q → p) ≡ (F → T) → (T → F) ≡ T → F ≡ F
			ดั   ังนั้้�น ประพจน์์นี้้�ไม่่เป็็นสััจนิิรัันดร์์  [ข้้อ 3) ไม่่ถููกต้้อง]
		  4)	พิิจารณา (p ⋀ ~p) → r ≡ F → r ≡ T
			ดั   ังนั้้�น (p ⋀ ~p) → r เป็็นสััจนิิรัันดร์์  [ข้้อ 4) ถููกต้้อง]

ไม่่ขััดแย้้งกััน
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  14. ตอบ 4) - 11
7

	  

	 วิิธีีทำำ�	 จากสููตร tan(A + B) = tan A + tan B
1 - tan A tan B

 

			                       = 3 + 4
1 - (3)(4)

 = 7
-11

 

		  โดยท่ี่�  cot(A + B) = 1
tan(A + B)

 = -11
7

  15. ตอบ 3) 1
8

	 วิิธีีทำำ�	 จากสููตรโคฟัังก์์ชััน เมื่่�อ A + B = π 
2
 จะได้้ว่่า sin A = cos B หรืือ cos A = sin B

		ดั  ังนั้้�น cos(arccos(16x - 1)) = sin(arcsin(64x2))
	 16x - 1	=	64x2

	 64x2 - 16x + 1 	= 	0
	 (8x - 1)2 	= 	0

	 x 	=	1
8
 

  16. ตอบ 4) 
6 4
20 -2

  

	 วิิธีีทำำ�	 A × A = (2)(2) + (3)(1) (2)(3) + (3)(2)
(1)(2) + (2)(1) (1)(3) + (2)(2)

 = 7 12
4 7

	         B × B = (1)(1) + (-2)(0) (1)(-2) + (-2)(3)
(0)(1) + (3)(0) (0)(-2) + (3)(3)

 = 1 -8
0 9

 

	        A2 - B2 = 7 12
4 7

 - 1 -8
0 9

 = 6 20
4 -2

 

	      (A2 - B2)t = 6 4
20 -2
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17. ตอบ 2) ข้้อความ ข ถููกต้้องเพีียงข้้อเดีียวเท่่านั้้�น

	 วิิธีีทำำ�	 [พิิจารณาข้้อ ก] 
		สู  ูตร u⋅v = |u||v|cos θ จะได้้ว่่า cos θ = u⋅v

|u||v|
 

จาก 2u และ 2v จะได้้ cos θ = (2u)⋅(2v)
|2u||2v|

 = u⋅v
|u||v|

 

		ดั ังนั้้�น มุุมระหว่่าง 2u และ 2v มีีขนาดเท่่ากัับมุุมระหว่่าง u และ v 
[ข้้อ ก ไม่่ถููกต้้อง] 

[พิิจารณาข้้อ ข] 
กำำ�หนดให้้ u - v = w และ v - u = -w 

		มุ  ุมระหว่่าง w และ -w คืือ cos θ = w⋅(-w)
|w||-w|

 = -w⋅w
|w||w|

 = -|w|2

|w||w|
 = -1

 cos θ = -1
 θ = 180°	   [ข้้อ ข ถููกต้้อง]

[พิิจารณาข้้อ ค] 
		มุ  ุมระหว่่าง u + v และ -u + v คืือ 

cos θ = (u + v)⋅(-u + v)
|u + v||-u + v|

 = -u⋅u + u⋅v - v⋅u + v⋅v
|u + v||-u + v|

= |v|2 - |u|2

|u + v||-u + v|
 

จากโจทย์์ |u| ≠ |v| ดัังนั้้�น cos θ ≠ 0 และ θ ≠ 90°  [ข้้อ ค ไม่่ถููกต้้อง]

18. ตอบ 3) ข้้อ ก และ ข เท่่านั้้�นที่่�ถููกต้้อง

วิิธีีทำำ� 	จาก u = 3 i  + 4 j  
จะได้้ |u| =   32 + 42 

 = 5 และ |v| =   32 + (-4)2  = 5 
จาก	 A = {w | |w|2 = |u|}
จะได้้	 A = {w | |w|2 = 5}

A = {w | |w| =   5}
จาก 	 B = {w | |w|3 = |v|}
จะได้้ 	B = {w | |w|3 = 5}

B = {w | |w| =   5}
ให้้ w ∈ A ∩ B 

		ดั ังนั้้�น   5 = |w| =   5 
		นั่่ �นคืือ   5 =   5 เป็็นไปไม่่ได้้			

เพราะฉะนั้้�น A ∩ B = ∅ 

3

3

3
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